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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ  
ЛИНЕАРИЗОВАННОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ  

ДЛЯ ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ АКУСТИКИ 
 

Предложен алгоритм численного решения обратной динамической 
задачи о восстановлении двух параметров акустической среды (плотно-
сти и модуля сжимаемости) по граничным измерениям (оператору ре-
акции). Решение основано на линеаризованном варианте метода гранич-
ного управления: оператор реакции явно определяет энергетические би-
линейные формы относительно граничных управлений. Мы используем 
линеаризованные представления этих форм относительно фоновых па-
раметров. Приводятся результаты численного моделирования. 

 
In this paper we develop а numerical algorithm for solving inverse dy-

namical problem: recovering two parameters of the acoustical medium (density 
and compressibility modulus) by boundary measurements (response operator). 
The solution is based on a linearized version of the Boundary Control method: 
the response operator explicitly determined some bilinear energy forms w. r. t. 
boundary controls. We use linearized presentations of these forms w. r. t. to 
background. The results of numerical experiments are represented. 

 
Ключевые слова: многомерные обратные динамические задачи, метод 

граничного управления, численное решение обратных динамических задач. 
 
Key words: multidimensional inverse dynamical problem, boundary control 

method, numerical solving inverse dynamical problems. 
 

Прямая задача. 
Пусть D — односвязная ограниченная область в 2R  с гладкой гра-

ницей Γ . Рассмотрим начально-краевую (прямую) задачу для волно-
вого уравнения 

    ( ) 0,tt d k uu iv   (1) 
   0 0| | 0,t t tu u   (2) 

     2
Γ [0, ]| (Γ [0, ])Tu f L T ,  (3) 

где ( )x  — плотность; ( )k x  — модуль сжатия,    ( )/c x k x x   — ско-

рость звука; u — производная по нормали. Решение прямой задачи бу-

дем обозначать fu  и называть волной, возбужденной управлением f . Сис-
теме (1)-(3) сопоставим оператор реакции 2 2:  ( [0, ]) ( [0, ])TR L T L T   , 

определяемый равенством: Γ [0, ]| .fT
TR f u   

 

Обратная задача. 
Рассматривается обратная задача восстановления параметров , k  

во всей области D  по данным обратной задачи — оператору 2TR , за-
данному при фиксированном T , удовлетворяющем условию 
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 * sup ,Γx DT T dist x  , где расстояние рассматривается в смысле ри-

мановой метрики / ( )dx c x . Величина *T  имеет смысл акустического 

радиуса области .D  Решение обратной задачи основано на идеях мето-
да граничного управления [1; 2], точнее, используются линеаризован-
ные представления билинейных энергетических форм. В отличие от 
работ [3; 4] мы не решаем задачу граничного управления. Условие 

*T T  гарантирует, что все неоднородности среды фиксируются гра-
ничными измерениями, в противном случае в среде существует непус-
тая область, неосвещенная к моменту времени T , и, стало быть, неви-
димая с границы. 

 

Билинейные формы. 
Определим билинейные формы  ,f g  и  ,

p
f g : 

         , , , ,f g
Df g x u x T u x T dx   (4) 

    [ , ] ( ) ( , ), ( , ) .f g

DPf g k x u x T u x T dx   (5) 

Оказывается, формы (4), (5) явно определяются оператором реакции 
2TR f  [3; 4]. Введем обозначения 

  ( , ) ( , ) ( , 2 ) /2,a t a t a T t        

 0

( )( , ) ( , ) , [0, 2 ].
t

Ia t a s ds t T   
 

Теорема. Для любых управлений ,f g  имеют место равенства 

   
  2 2

[0, ]
[ , ] = [( ) ] .T T

T
f g R g If g IR f d   (6) 

   

            2 2

[0, ]
[ , ] = ,T T

P T
f g f R g g R f d

t t
  (7) 

где    ,d dtd d  — элемент объема границы .  
Численное решение прямой задачи. МКЭ — аппроксимация. 
В области D  построим триангуляционную сетку Делоне с N  узла-

ми, tN  треугольниками и bN  граничными узлами. Решение прямой за-
дачи разложим по кусочно-линейным базисным функциям МКЭ (с ус-

ловием      ,    , 1, ,i j ijx i j N ): 

 
 

1
, ( ) ( ).

N
N n nn

u x t U t x


   
Метод Галеркина сводит исходную прямую задачу к задаче Коши для 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами 

  '' ,MU KU G  (8) 

  ( ) , ,   1,..,i iG t f x t dx i N    
и с нулевыми данными Коши 
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     '0 0 0U U .  (9) 

Постоянные матрицы , M K  (матрица масс и матрица жесткости) вычис-
ляются по формулам 

 
,   .), (ij i j ij i jD DM dx K k dx        

Мы используем кусочно-постоянную модель параметров , k , тогда 
для матрицы масс и матрицы жесткости имеем 

 


     ( ) ( )

1
, ,

t

l

N
l l

ij l i j
l

M M M dx   (10) 

 


   
( ) ( )

1
( ,, ,)

tN
l l

ij l i jl
l

K k K K dx   (11) 

где l  — l -й треугольник, 1 .tl N   Решение задачи (8)—(9), отвечаю-

щее управлению f , будем обозначать  fU t , а вектор-функцию в пра-

вой части —  fG t . 
 

Дискретная обратная задача. 
Определим линейно-независимую систему управлений 

          ,       1, , ,     1, , ,    
iij j s r sf r t x j N i N x ,  (12) 

где  
is x

 
— сеточная дельта-функция на Γ :  

1,     ,
0,   i

i
s l

i

s l
x

s l


   
; 

 ( 1,..., )i ss i N  — номер граничного узла, в котором расположен гранич-
ный источник;   ( ) ( )jr t r t j t  — функция Рикера, смещенная на шаг 

, 1,..., dj t j N   (рис. 1); dN  — количество задержек по времени; 

sN  — количество граничных источников. 
 

 
 

Рис. 1. Функция Рикера 0f  — доминирующая частота 

 
В дальнейшем базисные управления (12) будем нумеровать единым ин-
дексом 1,..., d sN N   . Таким образом, управление определяется по-
ложением граничного источника и задержкой по времени в импуль-
се Рикера. 

Введем некоторые обозначения: 
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— матрица управлений 1,.., ,     1, ,,f
i di b si NF G N N
      . 

— матрица реакции R  — решение прямой задачи в граничных узлах 

в момент времени t  для системы управлений (12),    
  ,

is
f

iR t U t
 

[0, 2 ]t T , Γ ,    1,.., ,     1, , .
i b d ssx i N N N       

— матрица финальных состояний W — решение прямой задачи во 
всех узлах сетки в финальный момент времени T  для набора управле-

ний (12), ( ), 1,..., , 1,..., .f
i d siW U T N N i N
       

Данные обратной задачи — матрица реакции ( ), [0,2 ]R t t T . Ана-
логами билинейных форм (4) и (5) для системы управлений (12) явля-
ются матрицы * *,C W MW P W KW  , которые явно определяются 
данными обратной задачи [3]: 

 

* * * *

0 0

[ ( ) ]( ) , [( ) ]( ) .
T T

t tC R IF IR F t dt P R F R F t dt       
 

Алгоритм реконструкции. 
Пусть кусочно-постоянные коэффициенты , k  лежат в некоторой 

 -окрестности «фоновых» коэффициентов 0 0, k . Разложим W  в ряд 
Тейлора в окрестности 0 0, k : 

  
      

 

0 0
0 0 0( ) ( ) ...l l l l

l l

W W
W W k k

k
, 

где 0W  — решение прямой задачи для коэффициентов 0 0, k  и набора 
управлений (12). Здесь и ниже подразумевается суммирование по по-
вторяющимся индексам. Тогда для C  и P  имеем 

( )0 * 0

0 0 0 0
( )0 0 * 0 0

( )

[( ) ( ) ] [( ) ( ) ] ...

l
l

l
n n n n l m m m m

n n m m

C W M W

W W W W
k k M k k

k k

  

   
          

   
( )0 * 0

0 0 0 0
( )0 0 * 0 0

( )

[( ) ( ) ] [( ) ( ) ] ...

l
l

l
n n n n l m m m m

n n m m

P W k K W

W W W W
k k k K k k

k k

 

   
         

   
Используя линейное приближение, получаем систему линейных ал-
гебраических уравнений относительно l  и lk : 

  ( )*
0 0 ,l

lW M W C   (13) 
 ( )*

0 0 .l
lk W K W P   (14) 

При решении обратной задачи (системы (13), (14)) применяется грубая 
сетка, которая получается путем объединения треугольников исходной 
сетки в более крупные ячейки. Такая регуляризация требуется в связи с 
большим количеством неизвестных и возможной плохой обусловлен-
ностью системы (13), (14) при недостаточном количестве управлений. 
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Численные эксперименты. 
В среде MatLab был разработан комплекс функций, позволяющий 

проводить численные эксперименты. 
Область D — круг радиусом  0,1515r м . В численных эксперимен-

тах * 0,16T , далее полагаем  0,3T . Использовалась триангуляцион-
ная сетка с количеством узлов 1337136N  и количеством треугольни-
ков 2326999tN  . Количество управлений «по пространству» 32sN   и 
«по времени»  50dN . Доминирующая частота функции Рикера 

0 1330f КГц . На рисунке 2 представлены модели коэффициентов , k . 

 

    
 

 а  б 
 

Рис. 2. Модель   (а) и k  (б) 

 
Результат восстановления приводится на рисунке 3. Заметим, что в 

линейном приближении невозможно разделить   и k . 
 

   
 а  б 
 

Рис. 3. Результат восстановления   (а) и k  (б) 

 
Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 12-01-00260а). 
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УДК 517.95 
 

А. И. Камышников 
 

ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ КОРРЕКТНОСТИ ПОСТАНОВКИ 
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА 

 ЭВОЛЮЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

Изучаются краевые задачи для одного класса уравнений, возникаю-
щих в теории распространения света в турбулентной среде. Указыва-
ются достаточные условия на коэффициенты, при которых постав-
ленная задача без начальных данных для неклассических уравнений явля-
ется корректной в пространствах С. Л. Соболева. 

 
In this work regional tasks for one class of the equations arising in the the-

ory of distribution of light in the turbulent environment are studied. In work 
sufficient conditions are indicated to coefficients at which the objective without 
initial data for the nonclassical equations is correct in S. L. Sobolev's spaces. 
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